4 Multiple lineare Regression Tests auf Heteroskedastie 4.11

Breusch-Pagan-Test |

auf Heteroskedastie in den StdrgroBen

o Ein weiterer Test auf Heteroskedastie in den StorgroBen ist der
Breusch-Pagan-Test.

@ Im Gegensatz zum Goldfeld-Quandt-Test ist es nicht erforderlich, eine
(einzelne) Quelle der Heteroskedastizitit anzugeben bzw. zu vermuten.

@ Vielmehr l&sst sich mit dem Breusch-Pagan-Test eine konstante

StérgroBenvarianz 02 = o2 gegen eine recht allgemeine Abhingigkeit der
StérgroBenvarianzen von @ Variablen zy;, 224, ..., zgi, i € {1,...,n}, in der
Form

of =h(yo+ 712+ Q- Zqi) (1)

mit einer Funktion h, an die nur moderate Bedingungen gestellt werden
miissen, abgrenzen.

@ Im Breusch-Pagan-Test entspricht der Fall einer konstanten
StorgroBenvarianz der Nullhypothese

Ho:m=...=v=0 — o? = h()

im allgemeineren ,Varianz-Modell" aus Formel (1).
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4 Multiple lineare Regression Tests auf Heteroskedastie 4.11

Breusch-Pagan-Test [l

auf Heteroskedastie in den StdrgroBen

o Haufig werden als Variablen zi;, z;, . . ., zg;i gerade wieder die Regressoren
des urspriinglichen Regressionsmodells eingesetzt, es gilt dann also

R=K und zi=x; fur ie{l,....,n}, je{l,....K}.

@ Durch die Freiheit bei der Auswahl der Einflussvariablen z;, z;, . .., zg; sind
aber auch zahlreiche Varianten moglich, zum Beispiel
» die Verwendung nicht nur der Regressoren des urspriinglichen Modells, sondern
auch Potenzen hiervon und/oder Produkte verschiedener Regressoren oder
» die Verwendung der aus der urspriinglichen Modellschitzung gewonnenen ;.
e Unter dem Namen ,Breusch-Pagan-Test" (BP-Test) werden iiblicherweise
zwei unterschiedliche Versionen subsumiert, namlich
> der urspriingliche Test von Breusch und Pagan (Econometrica, 1979), der
unabhingig auch von Cook und Weisberg (Biometrika, 1983) vorgeschlagen

wurde, sowie
> eine ,robuste” Modifikation von Koenker (Journal of Econometrics, 1981), die

geeigneter ist, wenn die StérgroBen nicht normalverteilt sind.
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4 Multiple lineare Regression Tests auf Heteroskedastie 4.11

Breusch-Pagan-Test Il

auf Heteroskedastie in den StdrgroBen

@ Beide Versionen des BP-Tests sind als , Score-Test" konzipiert, die
Teststatistik ldsst sich jedoch jeweils leicht auf Basis von
(OLS-)Schatzergebnissen einer (linearen) Hilfsregression berechnen.

o Sind ©; die Residuen aus der Schitzung des auf heteroskedastische
StorgroBen zu untersuchenden linearen Modells und RSS die Residual Sum of
Squares (mit RSS = >__, U? = u'u), so bendtigt man als abhangige Variable
der Hilfsregression die gemaB

~2 ~2 .. .
ur = RSSU’ fir ie{l,...,n}

»standardisierten” quadrierten Residuen w;.
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4 Multiple lineare Regression Tests auf Heteroskedastie 4.11

Breusch-Pagan-Test |V

auf Heteroskedastie in den StdrgroBen

o Fiir beide Versionen des BP-Tests ist dann die Hilfsregression
wi=v+v-z1i+...+7v9 2+ €, i€{l,...,n},

(per OLS-/KQ-Methode) zu schitzen.

@ Im urspriinglichen BP-Test erhilt man die unter der Nullhypothese
naherungsweise x2(Q)-verteilte Teststatistik dann als die Hilfte der
»~Explained Sum of Squares" der Hilfsregression, mit der Bezeichnung &
fiir die Residuen der Hilfsregression und der Abkiirzung w = 2 37 | w; also
zum Beispiel unter Verwendung von ESS = TSS — RSS durch

b (o) (5)
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4 Multiple lineare Regression Tests auf Heteroskedastie 4.11

Breusch-Pagan-Test V

auf Heteroskedastie in den StdrgroBen

@ In der robusteren Version von Koenker erhilt man die unter der
Nullhypothese ebenfalls niherungsweise x?(Q)-verteilte Teststatistik als
n-faches multiples BestimmtheitsmalB der Hilfsregression, es gilt also

X2 =n- Ry

mit der Bezeichnung R?, fiir das BestimmtheitsmaB der Hilfsregression.

@ Offensichtlich kann (nur) bei Verwendung der Version von Koenker auf die
Standardisierung der quadrierten Residuen der urspriinglichen
Modellschatzung verzichtet werden und die Hilfsregression auch direkt mit
der abhingigen Variablen U? durchgefiihrt werden, da dies das
BestimmtheitsmaB nicht dndert (wohl aber die ESS!).
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4 Multiple lineare Regression

Tests auf Heteroskedastie 4.11

Zusammenfassung: Breusch-Pagan-Test (,Original®)

auf Heteroskedastizitdt der StorgroBen

Anwendungs-
voraussetzungen

approx.: y = X8 + u mit E(u) = 0, V(u) = diag(c?,...,02),
X deterministisch mit vollem Spaltenrang K + 1,
Realisation y = (y1,...,ys) beobachtet, Q Einflussvariablen
Zliy - - ZQis 0,-2 = h(’Yo+’)/1 'Zli+...+’yQ~ZQ,-)

Nullhypothese
Gegenhypothese

Ho:’ylz...:’yQ:O — 0',-25/7(’)/0)

Hi : v # 0O fiir mindestens ein g € {1,...,Q}

Teststatistik

Verteilung (Ho)

() (54

x° ist approx. x?(Q)-verteilt, falls o7 = h(7o) konstant.

Benétigte GréBen

U= (01,...,0) =y — X(X'X)"'X'y, w; = 207,
€ die Residuen der Hilfsregression
wi=v+7-zii+...+v 2o + €&

Kritischer Bereich
zum Niveau «

(X2Q;1—ou OO)

p-Wert

1— Feg)(x?)
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4 Multiple lineare Regression Tests auf Heteroskedastie 4.11

Zusammenfassung: Breusch-Pagan-Test (,Koenker")

auf Heteroskedastizitat der StérgroBen

Anwendungs- approx.: y = X8 + u mit E(u) = 0, V(u) = diag(c?,...,02),
voraussetzungen X deterministisch mit vollem Spaltenrang K + 1,
Realisation y = (y1,...,ys) beobachtet, Q Einflussvariablen
Ziiy ..., 2qi, OF = h(vo+7-z1i + ...+ g - 2qi)
Nullhypothese Ho:m=...=79=0 < a7 = h(7)
Gegenhypothese Hi : 4 # 0 fiir mindestens ein g € {1,...,Q}
Teststatistik X2 =n-R}
Verteilung (Ho) X° ist approx. x?(Q)-verteilt, falls 0? = h(vo) konstant.

Benétigte GroBen | G = (T1,...,TU,) =y — X(X'X)"'X'y, R? das BestimmtheitsmaB
der Hilfsregression U2 = 40 + 71 - z1i + ... + V0 - 2qi + €

Kritischer Bereich (X%m—m 00)
zum Niveau «

p-Wert 1 - Feg (x?)

Okonometrie (SS 2014) Folie 295



4 Multiple lineare Regression Tests auf Heteroskedastie 4.11

White-Test

auf Heteroskedastie in den StdrgroBen

@ White hat in seiner Arbeit von 1980 (Econometrica) nicht nur
heteroskedastie-konsistente Schatzverfahren, sondern auch einen Test auf
Heteroskedastie in den StorgroBen vorgeschlagen.

@ Es zeigt sich, dass der White-Test auf heteroskedatische StorgroBen ein
Spezialfall der ,Koenker'-Version des Breusch-Pagan-Tests ist.

o Konkret erhilt man den White-Test bei der Durchfiihrung eines
Breusch-Pagan-Tests nach Koenker, wenn man als Einflussvariablen z; fiir
die Varianz der StorgroBen gerade

> alle Regressoren, zusatzlich
> alle quadrierten Regressoren sowie zusatzlich
> alle gemischten Produkte von Regressoren

des urspriinglichen Modells wahlt.
@ In einem Modell mit 2 Regressoren ware also die Hilfsregression

T2 = o +71x1i + Yoxoi + Y3x4; + Yaxs; + Ysx1ixei + €

durchzufiihren.
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4 Multiple lineare Regression Tests auf Heteroskedastie 4.11

Beispiel: Breusch-Pagan-Test/White-Test |

@ Im Folgenden werden zwei Varianten des Breusch-Pagan-Test am bereits
mehrfach verwendeten ,Lohnhdhen”-Beispiel illustriert.

e Ausgehend von den quadrierten Residuen 4? der urspriinglichen Regression
der Lohnhshe auf die beiden Regressoren Ausbildung und Alter (sowie ein
Absolutglied) werden fiir die ,Original‘-Version des Breusch-Pagan-Tests

zunichst die standardisierten quadrierten Residuen w; = =07 berechnet:

> uhat <- residuals(1m(Lohnhéhe “Ausbildung+Alter))

> w <- uhat"2/mean (uhat~2)

Als Summe der quadrierten Abweichungen vom arithmetischen Mittel

S (w; — w)? der w; (also als TSS der folgenden Hilfsregression!) erhilt
man:

> sum((w-mean(w)) "2)

[1] 72.66564
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4 Multiple lineare Regression Tests auf Heteroskedastie 4.11

Beispiel: Breusch-Pagan-Test/White-Test |l

@ Werden als Einflussvariablen fiir die Varianz der StorgroBen die beiden
urspriinglichen Regressoren Ausbildung und Alter gewdhlt, ist dann die
Hilfsregression

w; = 7o + 71Ausbildung; + ysAlter; + ¢

zu schitzen und die zugehdrige RSS zu bestimmen, man erhilt
> sum(residuals(1m(w~Ausbildung+Alter))"2)
[1] 45.76786

und damit (gerundet) die Teststatistik

= % . ((zn:(w, _w)2> _ (Z?)) - %(72.666 — 45.768) = 13.449 .

i=1 i=1

o Ein Vergleich zum kritischen Wert x3.0 g5 = 5.991 bei einem Test zum Niveau
a = 0.05 erlaubt die Ablehnung der Nullhypothese und damit den Schluss auf

das Vorliegen von Heteroskedastie in den StorgroBen.
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4 Multiple lineare Regression Tests auf Heteroskedastie 4.11

Beispiel: Breusch-Pagan-Test/White-Test Il

@ Wird in der beschriebenen Situation ein White-Test durchgefiihrt, so muss
eine der Hilfsregressionen

ﬁ,-2 =0 + 71 - Ausbildung; + 7, - Alter; + 3 - Ausbildung,?
+ Vs - Alter,2 + 75 - Ausbildung; - Alter; + ¢
oder
w; = o + 71 - Ausbildung; + v, - Alter; + 3 - Ausbildung,2
+ 4 - Alter,2 + 75 - Ausbildung; - Alter; + ¢

durchgefiihrt werden.

@ In der Statistik-Software R miissen diese ,Rechenoperationen” von
Regressoren bei der Modellformulierung in den Befehl ,, I ()" eingeschlossen
werden, da ,”" und ,*" bei der Notation von Modellgleichungen andere
Bedeutungen haben!
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4 Multiple lineare Regression Tests auf Heteroskedastie 4.11

Beispiel: Breusch-Pagan-Test/White-Test IV

@ Man erhilt als OLS-Schatzergebnis:
Call:
Im(formula = uhat”2 ~ Ausbildung + Alter + I(Ausbildung~2) +
I(Alter~2) + I(Ausbildung * Alter))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-104762 -17524 -9639 29687 78007

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)
(Intercept) 5778.593 125459.783 0.046 0.9639
Ausbildung -5788.874 23416.039 -0.247 0.8083
Alter -6.682 6568.457 -0.001 0.9992
I(Ausbildung~2) -6319.607 2139.021 -2.954 0.0105 *
I(Alter~2) -58.640 92.777 -0.632 0.5375
I(Ausbildung * Alter) 1826.589 549.299 3.325 0.0050 **

Signif. codes: 0 "s**' 0.001 'x*' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
Residual standard error: 58820 on 14 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.7093, Adjusted R-squared: 0.6055
F-statistic: 6.831 on 5 and 14 DF, p-value: 0.002013
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4 Multiple lineare Regression Tests auf Heteroskedastie 4.11

Beispiel: Breusch-Pagan-Test/White-Test V

@ Unter Verwendung des BestimmtheitsmaBes dieser Hilfsregression ergibt sich
x?=n-R}=20-0.7093 = 14.186 > x3.9.95 = 5.991, also wird auch hier
zum Niveau a = 0.05 signifikante Heteroskedastie in den StorgroBen
festgestellt.

@ Schneller: mit dem Befehl bptest () im Paket 1lmtest:

» ,Original'-Breusch-Pagan-Test (1. Beispiel):
> bptest (1m(LohnhShe “Ausbildung+Alter) ,studentize=FALSE)
Breusch-Pagan test
data: 1m(Lohnhdhe ~ Ausbildung + Alter)
BP = 13.4489, df = 2, p-value = 0.001201

> ,White"- bzw. ,,Koenker“-Variante (2. Beispiel):

> bptest (1m(LohnhShe “Ausbildung+Alter),
+ "Ausbildung+Alter+I(Ausbildung~2)+I(Alter~2)+I(Ausbildung*Alter))

studentized Breusch-Pagan test

data: 1m(Lohnhthe ~ Ausbildung + Alter)
BP = 14.1857, df = 5, p-value = 0.01447
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitdt in den Regressoren 5.1

Inhaltsverzeichnis
(Ausschnitt)

© Nichtlineare Regressionsfunktionen
@ Nichtlinearitdt in den Regressoren
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitat in den Regressoren 5.1

Nichtlinearitat in den Regressoren |

@ Eine Variable y hangt linear von einer Variablen x ab, wenn der
Differenzenquotient bzw. die Ableitung bzgl. dieser Variablen konstant ist,

wenn also A 5
Y Y
— =c bzw. = =
Ax e Ox
fiir eine Konstante ¢ € R gilt.

@ Im bisher betrachteten linearen Regressionsmodell

yi=PBo+ Bixii+ ...+ Brxi + ui, ie{l,...,n},
hiangt y also linear von jedem Regressor x, (k € {1,...,K}) ab, denn es gilt

Ay = Bk bzw. 5‘y

AXk an Bk ’

@ Die hier als ,marginaler Effekt" einer Anderung von x, auf y interpretierbare
(partielle) Ableitung ist also kostant und damit insbesondere unabhingig von
Xk (sowie unabhingig von anderen Variablen).
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitat in den Regressoren 5.1

Nichtlinearitat in den Regressoren Il

@ Bereits im White-Test verwendet: ,Regressionsfunktion”

y = Bo + Bixii + Baxai + B3x§; + Baxd; + Bexiixai

die zwar linear in den Regressionsparametern (g, ..., Bs, aber nichtlinear in
den Regressoren x; und x; ist.

o Der marginale Effekt einer Anderung von x; auf y betragt hier beispielsweise
(abhingig vom Wert der Regressoren x; und x,!)

0
afy = B1 4+ 283x1 + Bsx2 .
X1

@ Allgemein betrachten wir nun Regressionsmodelle, die sich in der Form
g(yi) = Bo+Bihi(xais - -, xwi)+. . ABmhm(xiy - - xii)+ui, 7€ {L,...,n},

mit M Transformationen hy, ..., hy der K Regressoren und (ggf.) einer
Transformation g der abhangigen Variablen darstellen lassen.
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitat in den Regressoren 5.1

Nichtlinearitat in den Regressoren Il

@ Unter den iiblichen Annahmen an die StérgréBen u; und unter der
Voraussetzung, dass die Transformationen hy, ..., hy zu einer ,neuen”
Regressormatrix

1 hl(X117~";XK1) hM(Xllw-'aXKl)
% . 1 hi(x2, ..., xk2) -+ hu(xa2, ..., xk2)
1 hl(Xlna"'aXKn) hM(X1n7~"aXKn)

mit vollem Spaltenrang M + 1 fiihren, bleiben die bisher besprochenen
Eigenschaften der OLS-/KQ-Schitzung dieses Modells bestehen.

@ Bezeichnet y := (g(y1),...,&(vn)) den transformierten (bzw. — falls
g(y) =y fir alle y € R gilt — untransformierten) Vektor der abhangigen
Variable, erhilt man beispielsweise den KQ-Schatzer als

B=(XX)"'Xy.
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitat in den Regressoren 5.1

Nichtlinearitat in den Regressoren 1V

@ Weitere Beispiele fiir Modelle mit Regressionsfunktionen, die nichtlinear in
den (urspriinglichen) Regressoren xj sind:
Q yi = Bo + Bixui + Boxg; + ui,
Q yi = Po + Buxai + Baxi; + Baxi; + ui,
Q yi = Bo + BiIn(xwi) + uj,
Q In(yi) = Bo + Bixii + ui,
Q In(yi) = Bo + BiIn(x1i) + B2 In(x2i) + ui.

Wichtig!

Unabhangig von der konkreten Form der Regressionsfunktion muss (wie auch
bisher!) die Korrektheit der Spezifikation der Regressionsfunkion gewahrleistet
sein, um die Ergebnisse der Schatzung iiberhaupt sinnvoll verwerten zu kdnnen!

@ Im Folgenden werden zunichst Regressionsfunktionen untersucht, die nur von
einer unabhingigen Variablen x; abhingen (wie in den Beispielen @ — @).
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitét in einer Variablen 5.2

Polynomiale Modelle |

in nur einer Variablen x

@ Die Modelle aus @ bzw. @,
Yi = Bo+ Brxai+ Boxis + ui bzw. yi = o+ Pixii + Baxi; + B + ui,
sind Beispiele fiir polynomiale Modelle (in einer Variablen) der Form
Yi = Bo+ Buxii + Baxi + - + Bexi; + Ui

zu vorgegebenem Grad r € {2,3,...} des Polynoms.

@ In polynomialen Modellen (in einer Variablen) sind die marginalen Effekte
einer Anderung von x; auf y gegeben durch

0
9 = ﬁl +2Box1 + ...+ I‘Berril
3x1

und damit insbesondere nicht konstant, sondern abhadngig vom Regressor x;.
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitét in einer Variablen 5.2

Polynomiale Modelle Il

in nur einer Variablen x

o Konfidenzintervalle fiir die marginalen Effekte an einem vorgegebenen Wert
x; des Regressors kénnen dann als Konfidenzintervalle fiir
Linearkombinationen a’3 bestimmt werden, wenn der Vektor a € R"*!
(abhingig von x1) entsprechend gewihlt wird, im polynomialen Modell mit
Polynomgrad r also als

a:[O 1 2xq ... rxl’_l]/.

@ Bei einer sehr groBen Wahl von r besteht die Gefahr des ,Overfittings”: Sind
bei einer ,Punktwolke* aus n Beobachtungen (xi;, y;) alle x; unterschiedlich,
so kann die Punktwolke durch ein Polynom vom Grad r = n — 1 perfekt
»interpoliert” werden!

@ In der Praxis finden sich haufig polynomiale Modelle mit r = 2 oder r = 3.
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitét in einer Variablen 5.2

Polynomiale Modelle IlI

in nur einer Variablen x

@ Gelegentlich wird — unter der Annahme, dass die wahre Regressionsfunktion
ein Polynom von unbekanntem Grad ist — zunachst ein Modell mit , groBem"
r geschatzt und dann sukzessive mit Hilfe von t-Tests iiberpriift, ob 3,
signifikant von Null verschieden ist, um ggf. den Grad r des Polynoms in der
Regressionsfunktion um 1 zu reduzieren.

@ Die Nullhypothese eines linearen Zusammenhangs gegen die Alternative eines
polynomialen Zusammenhangs (mit Polynomgrad r > 2) kann offensichtlich
durch einen F-Test mit

Ho:ﬂgz...:ﬂrzo

tiberpriift werden.

@ Natiirlich kénnen Tests bzw. Konfidenzintervalle auch unter der Annahme
heteroskedastischer StérgroBen durchgeAfUhrtAwerden, wenn die entsprechende
heteroskedastie-konsistente Schitzung Vi.(3) der Varianz-Kovarianzmatrix
V(B\) und die dafiir geeigneten Darstellungen der jeweiligen Tests verwendet
werden.
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitét in einer Variablen 5.2

(Semi-)logarithmische Modelle |

in nur einer Variablen x

o Log-Transformationen von xj; in In(x;;) und/oder y; in In(y;) bieten sich
dann an, wenn anstelle der Annahme eines konstanten Effekts Ay = 81 Ax;
von absoluten Anderungen Ax; auf absolute Anderungen Ay eher dann ein
konstanter Effekt By erwartet wird, wenn relative, prozentuale Anderungen
bei der Ursache (Afl) und/oder bei der abhdngigen Variablen (%)
betrachtet werden.

Bln(x)

e Grundlage dafiir ist =1 bzw.

A A
X) ~ —X, wenn |Ax| < |x|.
X X

In(x + Ax) —In(x) = In (1 +

@ Abhédngig davon, ob nur die unabhangige Variable, nur die abhingige Variable
oder beide Variablen transformiert werden, sind die folgenden Spezifikationen
moglich:
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitét in einer Variablen 5.2

(Semi-)logarithmische Modelle 1

in nur einer Variablen x

@ Linear-log-Spezifikation:

yi = Bo + B1In(x1;) + u;.

Konstanter Effekt 31 der relativen Anderung von x; auf eine absolute
Anderung von y, bzw. abnehmender marginaler Effekt bei steigendem x:

Ax 0
Ayzﬂl—l bzw —y:ﬁ
X1 8X1 X1
Bsp.: x1; Diingemitteleinsatz, y; Ernteertrag (auf Feld /).
» Eine (relative) Erhdhung des Diingemitteleinsatzes um 1% erhdht den
(absoluten) Ernteertrag (etwa) um 0.01 - f3;.
» Eine (absolute) Erhdhung des Diingemitteleinsatzes um einen Betrag Ax; hat
dort mehr Wirkung, wo noch nicht so viel Diinger eingebracht wurde
(,abnehmende Grenzertrige").
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitét in einer Variablen 5.2

(Semi-)logarithmische Modelle 111

in nur einer Variablen x

@ Log-linear-Spezifikation:
In(yi) = Bo + Brxai + ui.

Konstanter Effekt ;1 der absoluten Anderung von x; auf eine relative
Anderung von y, bzw. steigender marginaler Effekt bei steigendem y:
Ay dy

— = B1Axy bzw. = = By
y 0x1

Bsp.: x1; Berufserfahrung von BWL-Absolventen (in Jahren), y; Einkommen.

» Ein Jahr zusitzliche Berufserfahrung erhoht danach das mittlere Einkommen
um etwa 100531 %.

> Eine (absolute) Erhdhung der Berufserfahrung hat also einen hdheren
(absoluten) Effekt auf das Einkommen dort, wo das Einkommen ohnehin
bereits ein hoheres Niveau hatte.
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitét in einer Variablen 5.2

(Semi-)logarithmische Modelle 1V

in nur einer Variablen x

© Log-log-Spezifikation:
In(y;) = Bo + B1In(x1i) + uj.

Konstanter Effekt 31 (=Elastizitit) der relativen Anderung von x; auf eine
relative Anderung von y:
Ay , Ax

— & [fi—— bzw.
y x1 Ox1 y

Iy x_ g

Bsp.: x1; Kapitaleinsatz pro Arbeitskraft, y; Output pro Arbeitskraft.

» Erhshung des per-capita-Kapitaleinsatzes um 1% fiihrt zur Erhéhung des
per-capita-Output um 1% (Cobb-Douglas-Produktionsfunktion).
» Modellierung von ,konstanten Skalenertragen.
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitét in einer Variablen 5.2

(Semi-)logarithmische Modelle V

in nur einer Variablen x

Anmerkungen zu Log-transformierten abhdngigen Variablen (In(y))

@ Insbesondere Log-log-Spezifikationen kdnnen bei der sog. , Linearisierung” von
Regressionsmodellen entstehen, die zunichst nichtlinear (auch!) in den
Regressionsparametern sind, zum Beispiel erhélt man aus dem Modell (hier:
mit mehreren Regressoren)

yi:ﬁO'Xlil'Xfiz'eUiv i€{l,...,n},
durch Logarithmieren auf beiden Seiten mit
In(y;) = Bo + B1In(x1;) + B2 In(x2) + uj, ie{l,...,n}.

ein ,linearisiertes’ Modell.
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitét in einer Variablen 5.2

(Semi-)logarithmische Modelle VI

in nur einer Variablen x

o Bei der Prognose von y, gegeben xg bzw. der Bestimmung von y; auf Basis
von Modellen mit Iog—tranformierter abhingiger Variablen In(y) ist zu
beachten, dass wegen E(e”") # ef(u) trotz der Annahme E(u;) =0 im

Allgemeinen E(e“') £ 1= e gilt. Fiir u; N(0, 0?) gilt msbesondere
E(e“) = e%Z, damit erhilt man fiir In(y;) = h(xq;) + u; mit u; i N(0,0?)

E(y,-) = E (eln()’i)) —E (eh(xl,-)+u,-> _ E( h(x) . R )
—  ehlxai) . E(e") = PUCTS e%z > ehlai)

e Wenn die abhingige Variable y in In(y) transformiert wird, kann man das
BestimmtheitsmaB fiir die geschatzte Regression nicht sinnvoll mit dem
BestimmtheitsmaB einer Regressionsgleichung fiir y vergleichen!

(Anteil der erklarten Varianz der In(y;) vs. Anteil der erkldrten Varianz der y;)
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitét in einer Variablen 5.2

Beispiel zur Nichtlinearitat in einer Variablen |

@ Im Folgenden soll am Beispiel der Abhangigkeit der Milchleistung von Kiihen
von der zugefiihrten Futtermenge die Schiatzung einiger in den Regressoren
nichtlinearer Modelle illustriert werden.

o Es liege hierzu folgender Datensatz vom Umfang n = 12 zu Grunde:

i 1 2 3 4 5 6
Milchleistung (Liter/Jahr) y; 6525 8437 8019 8255 5335 7236
Futtermenge (Zentner/Jahr) xy; 10 30 20 33 5 22
i 7 8 9 10 11 12
Milchleistung (Liter/Jahr) y; 5821 7531 8320 4336 7225 8112
Futtermenge (Zentner/Jahr) xy; 8 14 25 1 17 28

(vgl. von Auer, Ludwig: Okonometrie — Eine Einfiihrung, 6. Aufl., Tabelle 14.1)

@ Es wird nacheinander die Giiltigkeit einer linearen, quadratischen, kubischen,
linear-log-, log-linear- bzw. log-log-Spezifikation unterstellt und das
zugehdrige Modell geschitzt (unter Homoskedastieannahme).
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitit in einer Variablen 5.2

Beispiel zur Nichtlinearitat in einer Variablen |l

o Lineares Modell: Milch; = (8, + Futter; + u;

Call:
Im(formula = Milch ~ Futter)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-768.2 -275.0 -115.6 353.4 880.9

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 4985.27 312.84 15.935 1.95e-08 *xx

Futter 118.91 156.39  7.725 1.60e-05 *x**

Signif. codes:
0 'xxx' 0.001 'xx' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' "1

Residual standard error: 527.9 on 10 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.8565, Adjusted R-squared: 0.8421
F-statistic: 59.68 on 1 and 10 DF, p-value: 1.597e-05
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitét in einer Variablen 5.2

Beispiel zur Nichtlinearitat in einer Variablen |ll

@ Quadratisches Modell: Milch; = 81 + Futter; + Fu‘cter,2 + u;

Call:
Im(formula = Milch ~ Futter + I(Futter~2))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-699.14 -135.47 -2.44 179.63 490.67

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 4109.445 290.487 14.147 1.87e-07 **x
Futter 271.393 38.626 7.026 6.14e-05 ***
I(Futter~2) -4.432 1.087 -4.076 0.00277 **
Signif. codes:
0 'sxx' 0.001 '*x' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 "' 1

Residual standard error: 329.9 on 9 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9496, Adjusted R-squared: 0.9384
F-statistic: 84.74 on 2 and 9 DF, p-value: 1.452e-06
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitét in einer Variablen 5.2

Beispiel zur Nichtlinearitat in einer Variablen IV

@ Kubisches Modell: Milch; = f; + Futter; + Futtezr,2 + Futter;?’ + u;

Call:
Im(formula = Milch ~ Futter + I(Futter~2) + I(Futter~3))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-641.92 -117.82 5.13 202.86 447.31

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 3954.93841 389.73064 10.148 7.61e-06 ***
Futter 327.00926 97.73076 3.346 0.0101 *
I(Futter~2) -8.50791 6.63147 -1.283 0.2354
I(Futter~3) 0.07951 0.12747 0.624 0.5502
Signif. codes:
0 '+*xx' 0.001 "*x' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 "' 1

Residual standard error: 341.7 on 8 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9519, Adjusted R-squared: 0.9339
F-statistic: 52.79 on 3 and 8 DF, p-value: 1.29e-05
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitit in einer Variablen 5.2

Beispiel zur Nichtlinearitat in einer Variablen V

o Linear-log-Modell: Milch; = 81 + In(Futter;) + u;

Call:
Im(formula = Milch ~ log(Futter))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-635.74 -287.21 33.02 373.09 b517.67

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept)  3818.3 358.2 10.660 8.82e-07 *x*x

log(Futter) 1268.8 130.1 9.754 2.00e-06 *x*x*

Signif. codes:
0 'xxx' 0.001 'xx' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' "1

Residual standard error: 429.8 on 10 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9049, Adjusted R-squared: 0.8954
F-statistic: 95.14 on 1 and 10 DF, p-value: 1.996e-06
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitit in einer Variablen 5.2

Beispiel zur Nichtlinearitat in einer Variablen VI

o Log-linear-Modell: In(Milch;) = 81 + Futter; + u;
Call:
Im(formula = log(Milch) ~ Futter)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.16721 -0.03642 -0.01678 0.05692 0.14677

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 8.523601  0.055220 154.358 < 2e-16 **x*
Futter 0.018315 0.002717 6.741 5.1e-05 **x*

Signif. codes:
0 'xxx' 0.001 'xx' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' "1

Residual standard error: 0.09318 on 10 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.8196, Adjusted R-squared: 0.8016
F-statistic: 45.44 on 1 and 10 DF, p-value: 5.098e-05
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitét in einer Variablen 5.2

Beispiel zur Nichtlinearitat in einer Variablen VII

o Log-log-Modell: In(Milch;) = 81 + In(Futter;) + u;
Call:
lm(formula = log(Milch) ~ log(Futter))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.076867 -0.028385 -0.004122 0.049235 0.066730

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 8.32264 0.04468 186.29 < 2e-16 ***
log(Futter) 0.20364 0.01622 12.55 1.91e-07 **x*
Signif. codes:
0 'sxx' 0.001 '*x' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 "' 1

Residual standard error: 0.0536 on 10 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9403, Adjusted R-squared: 0.9343
F-statistic: 157.5 on 1 and 10 DF, p-value: 1.912e-07
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen

Nichtlinearitit in einer Variablen 5.2

Geschiatzte Regressions-/Prognosefunktionen |
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5 Nichtlineare Regressionsfunktionen Nichtlinearitét in einer Variablen 5.2
Geschiatzte Regressions-/Prognosefunktionen 11

Vergleich der Prognosefunktionen
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