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Hinweise fiir die Klausurteilnehmer

Die Klausur besteht aus insgesamt 10 Aufgaben. Priifen Sie die Vollstindigkeit Ihres
Exemplares nach; spétere Reklamationen kénnen nicht beriicksichtigt werden.

Es sind insgesamt 120 Punkte (= 16 + 12 + 5 + 8 + 14 + 16 + 10 + 13 + 7 + 19)
erreichbar.

Als Hilfsmittel sind zugelassen: Taschenrechner (auch mit Grafikfihigkeit), 2 selbsterstellte
DIN-A4 Blitter bzw. 4 selbsterstellte (einseitige) DIN-A4 Seiten. Benétigte Tabellen zur
Normal- und ¢-Verteilung finden Sie am Ende dieses Klausurheftes.

Bei der Korrektur werden nur die Losungen auf den Seiten 1-12 beriicksichtigt. Das letzte
Blatt (Tabellen zur Normal- und ¢-Verteilung) darf abgetrennt werden.

Bei mehreren Losungsvorschligen muss die giiltige Losung eindeutig gekennzeichnet sein.

Mit Ausnahme der Multiple-Choice-Aufgaben muss der Losungsweg klar ersichtlich sein.

Bewertungsteil — Bitte nicht beschreiben
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Aufgabe 1 (16 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kéastchen,
ob die unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete
Aussagen 0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen zihlen als nicht bearbeitet!).

wahr  falsch

1. Sei Xi,..., X, eine einfache Stichprobe vom Umfang n zu einer Ii| |:|
normalverteilten Zufallsvariablen Y. Dann sind die Zufallsvaria-
blen Xy,..., X, stets unkorreliert.

2. Ist eine Schiitzfunktion 6 effizient in einer Klasse erwartungstreu- Ii| |:|
er Schitzfunktionen fiir den Parameter 6 € O, so ist die Varianz
jeder anderen Schétzfunktion aus dieser Klasse mindestens so
grof} wie die Varianz von #; dies gilt unabhéngig davon, welches
6 € © der wahre Parameter ist.

3. Zur Schétzung des Parameters 6§ € R seien fiir n € N Schétz- |:| Ii|
funktionen 7,, gegeben mit den Eigenschaften E(7,,) = £ und
Var(T,,) = 2 fiir alle n € N. Dann ist die Folge T, von Schétz-

funktionen fiir 6 konsistent im quadratischen Mittel.

4. Die Nullhypothese Hy : = po wird beim Gauf-Test auf den Ii| |:|
Mittelwert einer normalverteilten Grundgesamtheit bei bekann-
ter Varianz zum Signifikanzniveau a genau dann angenommen,
wenn fig im entsprechenden (symmetrischen) Konfidenzintervall
zur Vertrauenswahrscheinlichkeit 1 — o fiir p enthalten ist.

5. Bei einem statistischen Hypothesentest ist die minimale Fehler- |:|
wahrscheinlichkeit 2. Art stets grofler als die maximale Fehler-
wahrscheinlichkeit 1. Art.

6. Liegt die Teststatistik 7" im kritischen Bereich eines Signifikanz- |:|
tests zum Signifikanzniveau «, so gilt fiir den p-Wert p zur Test-
statistik T" die Beziehung p > a.

7. Mit einem Chi-Quadrat-Anpassungstest soll anhand einer einfa- |:| Ii|
chen Stichprobe vom Umfang n = 200 iiberpriift werden, ob die
Grundgesamtheit normalverteilt ist. Nach Wahl einer geeigne-
ten Klassierung aus 6 Klassen werden dazu zunéchst die beiden
unbekannten Parameter der Normalverteilung durch eine ML-

Schiatzung aus den klassierten Daten ermittelt. Damit ist zur
Konstruktion des Ablehnungsbereiches die y2-Verteilung mit 4
Freiheitsgraden zu verwenden.

8. Bei der Anwendung der Kleinst-Quadrate-Methode wird die Ii| |:|
Summe der quadrierten vertikalen Absténde der Beobachtungs-
punkte zur Regressionsgeraden minimiert.



Aufgabe 2 (12 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden
Kistchen. Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.

Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete
Aufgabenteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz zihlen als
nicht bearbeitet!).

1. Essei Xi,...,X, eine einfache Stichprobe vom Umfang n zu Y mit Y ~ N(u,0?).
Dann gilt fiir die Verteilung von ), X;:

(a) gxwzv(w) [ ]
m Yx~v(nZ) O
(c) iiXin(nu,JQ) [ ]
(d) Zn:XiNN(”anQ) |

i=1

2. Sei Xi,..., X eine einfache Stichprobe zu einer N (u, o?)-verteilten Zufallsvariablen
Y mit unbekannten Parametern g und o2. Auf der Grundlage einer Stichprobenrea-
lisation zu dieser einfachen Stichprobe vom Umfang n = 16 soll

Hy:0>>05=16  gegen H,:0><o;=16

mit einem Chi-Quadrat-Test getestet werden. Als realisierte Teststatistik erhédlt man
x? = 9.72. Markieren Sie die Abbildung, welche den p-Wert in der beschriebenen
Situation korrekt als Inhalt der schraffierten Fléche unter der Dichtefunktion der
Verteilung der Teststatistik unter Hy (fiir 0% = 03) darstellt.
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3. Als p-Wert zur realisierten Teststatistik eines zweiseitigen Gauf3-Tests fiir den Mittel-
wert einer normalverteilten Grundgesamtheit bei bekannter Varianz (mit Hy : p = po
gegen Hi : pu # pp) erhdlt man p = 0.04759. Dann gilt fiir das Ergebnis der einseitigen
Tests (mit Ho : 0 > po gegen Hy @ < po bzw. Ho : < po gegen Hy @ p > pg) zum
Signifikanzniveau a = 0.05 (auf Grundlage derselben Stichprobenrealisation):

(a) Auf Grundlage der vorhandenen Informationen ist noch un-
klar, ob bei keinem, genau einem oder beiden einseitigen Tests
Hy abgelehnt wird.

(b) Bei beiden einseitigen Tests wird H, abgelehnt.

(c) Bei keinem der beiden einseitigen Tests wird H, abgelehnt.

m]L] [

(d) Bei genau einem der beiden einseitigen Tests wird Hy abge-
lehnt. Bei welchem dies der Fall ist, hingt vom Vorzeichen der
Teststatistik ab.

4. Auf der Grundlage einer einfachen Stichprobe Xi,..., Xo5 vom Umfang n = 25 zu
einer N(p,2?)-verteilten Zufallsvariablen wird ein GauB-Test zur Uberpriifung der
Hypothesen

Hy:p <30 gegen Hy:p> 30

bei einem Signifikanzniveau von a = 0.1 betrachtet.
Markieren Sie die Abbildung, welche die Giitefunktion des oben genannten Tests kor-
rekt darstellt.
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Aufgabe 3 (5 Punkte)

Fir 0 < p < 1sei Y ~ Geom(p), es gilt also insbesondere E(Y') = % sowie Var(Y) = 1.2

Xq,...,X, sei fiir n € N eine einfache Stichprobe vom Umfang n zu Y. Untersuchen §
ob die Schétzfunktionen

n

1
To(X1,- o, Xa) = o > (X7 +X;)

=1

erwartungstreu fiir die Varianz von Y sind.

Ergebnisse (ohne Begriindung/Rechenweg):

Die Schétzfunktionen T,,(Xy, ..., X,) sind erwartungstreu fiir die Varianz von Y.
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Aufgabe 4 (6 + 2 = 8 Punkte)

Die Verteilung einer Zufallsvariablen Y sei in Abhéngigkeit des unbekannten Parameters
b > 0 durch die folgende Dichtefunktion gegeben:

—b(y—1) o
—(y—1)7-¢ fiiry > 1
Pty ={ 2 WY
0 sonst
Der Parameter b soll auf Grundlage einer einfachen Stichprobe Xj, ..., X,, vom Umfang

n geschétzt werden.

(a) Bestimmen Sie den Schétzer barr, nach der Maximum-Likelihood-Methode.

3 ~
(b) Man kann zeigen, dass E(Y') = i + 1 gilt. Bestimmen Sie damit den Schétzer by,
nach der Methode der Momente.

Hinweise:
e Beachten Sie, dass Sie Teil (b) auch ohne die Bearbeitung von Teil (a) losen kinnen.

e Fulls sich der ML-Schdtzer als lokale Extremstelle einer differenzierbaren Funktion
bestimmen ldsst, muss nicht iberprift werden (z.B. mit Hilfe der 2. Ableitung), ob
tatsdchlich eine Maximalstelle vorliegt.

Ergebnisse (ohne Begriindung/Rechenweg):

~ 3-n 3
b —

(&) b = S ) T r
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b) b =

(b) barar = ——



Aufgabe 5 (3 + 7 + 4 = 14 Punkte)

Bei der Abfiillung von Estrichbeton weifl der Hersteller aus Erfahrung, dass die verwen-
dete Maschine eine Standardabweichung von 0.2[kg| fiir die abgefiillte Menge hat. Nach
einer Inventur hat der Hersteller den Verdacht, dass die Abfiillanlage im Mittel mehr als
die auf dem Produkt ausgezeichneten 40[kg] in die Sécke einfiillt. Dies soll mit einem
statistischen Test iiberpriift werden. Hierzu werden der Produktion 16 Sédcke entnommen,
deren gemessene Fiillmengen xq,..., x4 als Realisation einer einfachen Stichprobe vom
Umfang 16 zur annahmegemif N (u,0.22[kg?])-verteilten Abfiillmenge betrachtet werden
konnen. Als Stichprobenmittelwert ergibt sich dabei

16

1
T 16;:1x 0.091[kg]

(a) Geben Sie auf Basis der Stichprobenrealisation ein zweiseitiges Konfidenzintervall
fiir die mittlere Abfiillmenge zur Sicherheitswahrscheinlichkeit 1 — o = 0.95 an.

(b) Testen Sie zum Signifikanzniveau o = 0.05, ob der Verdacht der Herstellerfirma
bestéitigt werden kann. Fassen Sie das Ergebnis des Tests in einem Antwortsatz
zusammen.

(c) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, bei der Ziehung einer Stichprobe und der an-
schlieBenden Durchfithrung des Tests aus Teil (b) eine Testentscheidung zu Gunsten
der Nullhypothese zu erhalten, falls die tatséichliche mittlere Abfiillmenge 40.1[k¢]
betragt?

Ergebnisse (ohne Begriindung/Rechenweg):
(a) Realisiertes symm. Konfidenzintervall zum Konf.-niveau 1—a = 0.95: [39.993, 40.189]

(b) N=1.82¢€ (1.645,+00) =K = H, wird abgelehnt!

Der Test bestétigt also den Verdacht der Herstellerfirma, dass die von der Maschine
abgefiillte Menge im Mittel zu hoch ist.

(¢) B(40.1) = 0.3594



Aufgabe 6 (9 + 7 = 16 Punkte)

Ein Hersteller von Metallwaren produziert unter anderem Flachverbinder mit einer Soll-
Lange von 15 [cm]. Es soll angenommen werden, dass die Lange der hergestellten Flachver-
binder geméaf} einer Normalverteilung mit unbekanntem Erwartungswert und unbekannter
Varianz schwankt. Zur Uberpriifung der Qualitét der produzierten Flachverbinder werden
10 Flachverbinder aus dem laufenden Produktionsprozess entnommen. Die gemessenen
Léngen

14.85,14.94,14.93, 14.87, 15.03, 14.93, 15.05, 15.12, 14.98, 14.99

seien als Realisation einer einfachen Stichprobe zur normalverteilten Grundgesamtheit
aufzufassen. Aus dieser Realisation wurde bereits s? = 0.006832 berechnet.

(a)

Uberpriifen Sie mit einem geeigneten Test zum Signifikanzniveau o = 0.05, ob die
tatsidchliche mittlere Lange der produzierten Flachverbinder im Vergleich zur ange-
gebenen Soll-Lénge von 15 [em] zu klein ist. Fassen Sie das Ergebnis des Tests in
einem Antwortsatz zusammen.

Uberpriifen Sie mit einem geeigneten Test zum Signifikanzniveau o = 0.05, ob die
Varianz der Léange der produzierten Flachverbinder im Vergleich zur vom Hersteller
angegebenen Toleranz o2 = 0.0025 zu grof ist. Fassen Sie das Ergebnis des Tests in
einem Antwortsatz zusammen.

Hinweis: Verwenden Sie fiir Teil (b) den folgenden Tabellenausschnitt mit p-Quantilen
von x?(n)-Verteilungen

n\p | 0.01 0.025 0.05 0.50 0.90 0.95 0.975 0.99

6 | 0.872 1.237 1.635 5.348 10.645 12,592 14.449 16.812
711239 1.690 2.167 6.346 12.017 14.067 16.013 18.475
81 1.646 2.180 2.733 7.344 13.362 15.507 17.535 20.090
912088 2700 3.325 8.343 14.684 16.919 19.023 21.666
10 | 2.558 3.247 3.940 9.342 15.987 18.307 20.483 23.209

Ergebnisse (ohne Begriindung/Rechenweg):

(a)

t=-1.186 ¢ (—00,—1.833) = K = H, wird nicht abgelehnt!

Der Test kann also die Vermutung, dass die mittlere Lénge der produzierten Flach-
verbinder im Vergleich zur angegebenen Soll-Lange von 15 [cm]| zu klein ist, nicht
bestétigen.

x? = 24.595 € (16.919,+00) = K =  H, wird abgelehnt!

Der Test kann also die Vermutung, dass die Varianz der Lénge der produzierten
Flachverbinder im Vergleich zur vom Hersteller angegebenen Toleranz o2 = 0.0025
zu grof} ist, bestétigen.



Aufgabe 7 (10 Punkte)

Zwei unterschiedlichen Gruppen mit 56 (Gruppe A) bzw. 66 (Gruppe B) Heuschnupfenpa-
tienten wird jeweils ein spezielles Antihistaminikum verabreicht. Nach einer festgelegten
Zeit werden dann alle Heuschnupfenpatienten gefragt, ob durch das verabreichte Medika-
ment eine Minderung der Beschwerden eingetreten ist. In der Gruppe der Heuschnupfen-
patienten, denen Antihistaminikum A verabreicht wurde, beantworten 34 Personen diese
Frage positiv, in der zu Antihistaminikum B gehérigen Gruppe 49 Personen. Uberprii-
fen Sie unter der Annahme, dass es sich bei dem Stichprobenergebnis um die Realisation
zweier unabhéngiger einfacher Stichproben handelt, zum Signifikanzniveau o = 0.05, ob
sich die Wirksamkeit der beiden Antihistaminika unterscheidet (bezogen auf die Erfolgs-
wahrscheinlichkeit fiir eine Minderung der Beschwerden). Formulieren Sie das Ergebnis
auch in Form eines Antwortsatzes.

Ergebnisse (ohne Begriindung/Rechenweg):

t =—1.6005 ¢ (—o0,—1.98) U (1.98,+00) = K = H, wird nicht abgelehnt!
Der Test findet also keine Anzeichen dafiir, dass sich die Wirksamkeit der beiden Antihi-
staminika unterscheidet.



Aufgabe 8 (13 Punkte)

Um die Leistungsfahigkeit von 4 Schulklassen einer Klassenstufe zu vergleichen, soll an-
hand der Ergebnisse einer Vergleichsarbeit untersucht werden, ob die Verteilung der von
den Schiilern erreichten Punktzahlen abhingig davon ist, welcher der 4 Klassen sie ange-
horen. Zu den verschiedenen Schulklassen wurden die folgenden (fiktiven) Daten zu den
erreichten Punktzahlen erhoben:

J (Klasse) n; T;= n% YiliTii ik 5

1 28 18.877 10407.61
2 23 18.522  8370.05
3 22 15.844  5969.95
4 20 15.323  4971.13

Fiir die Durchfiihrung der einfachen Varianzanalyse wurde hieraus bereits die Grofie
SW = 1632.107 berechnet.

Uberpriifen Sie mit einer einfachen Varianzanalyse (Signifikanzniveau o = 0.05) unter
der Annahme, dass die erreichten Punktzahlen Realisierungen von unabhéngig N (p;, 0?)-
verteilten Zufallsvariablen X;;(1 < j < 4,1 <14 < n;) sind, ob die Zugehorigkeit zu den
unterschiedlichen Schulklassen einen Einfluss auf die (mittlere) erreichte Punktzahl hat.
Fassen Sie das Ergebnis der Varianzanalyse auch in einem Antwortsatz zusammen.

Hinweis: Verwenden Sie den folgenden Tabellenausschnitt mit 0.95-Quantilen von F'(m,n)-
Verteilungen:

n\m | 1 2 3 4 ) 85 86 87 88

89

1] 161.448 199.500 215.707 224.583 230.162 252.817 252.834 252.851 252.868 252.884
2 18.513  19.000  19.164  19.247  19.296  19.484  19.484 19.484  19.484 19.484
3 10.128 9.552 9.277 9.117 9.013 8.559 8.558 8.558 8.558 8.557
4 7.709 6.944 6.591 6.388 6.256 5.670 5.670 5.669 5.669 5.668
) 6.608 5.786 5.409 5.192 5.050 4.412 4.412 4.411 4.410 4.410

85 3.953 3.104 2.712 2.479 2.322 1.432 1.430 1.429 1.428 1.427
86 3.952 3.103 2.711 2.478 2.321 1.430 1.429 1.427 1.426 1.425
87 3.951 3.101 2.709 2.476 2.319 1.428 1.427 1.426 1.424 1.423
88 3.949 3.100 2.708 2.475 2.318 1.426 1.425 1.424 1.423 1.422
89 3.948 3.099 2.707 2.474 2.317 1.425 1.423 1.422 1.421 1.420

Ergebnisse (ohne Begriindung/Rechenweg):

F=4159 € (2.707,400) = K = H, wird abgelehnt!

Die einfache Varianzanalyse kommt also zum Ergebnis, dass die Zugehorigkeit zu den
unterschiedlichen Schulklassen einen signifikanten (o = 0.05) Einfluss auf die (mittlere)
erreichte Punktzahl hat.



Aufgabe 9 1+1+1+1+1+1+1=7Punkte)

Zur Erklarung des Blutdrucks y; durch das Verhéltnis von tatsdchlichem Gewicht zum Ide-
algewicht x; unterstellt man die Giiltigkeit eines Zusammenhangs im Sinne des folgenden
linearen Modells:

yi = Br+ Poxs +u;  mit w2 N(0,02), i€ {1,...,n}

Aus den Daten einer US-amerikanischen Studie mit ausschlieSlich weiblichen Probanden
wurde das lineare Modell mit der Statistik-Software R wie folgt geschétzt:

Call:
Im(formula = y ~ x)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-21.202 -13.419 -2.503 5.834 70.957

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 72.74 19.62 3.708 0.000845 *xx*x*
b'd 37.17 13.59 2.734 0.010383 *
Signif. codes: O “kxx’ 0.001 ‘*%x’ 0.01 ‘x’> 0.05 “.” 0.1 ¢ 1

Residual standard error: 18.54 on 30 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1995, Adjusted R-squared: 0.1728
F-statistic: 7.477 on 1 and 30 DF, p-value: 0.01038

Wie viele weibliche Testpersonen gingen in die Schéatzung ein?
Geben Sie die realisierten Kleinst-Quadrate-Schétzwerte fiir ; und 3, an.
Geben Sie den realisierten Schiitzwert fiir o2 an.

Welcher Anteil der Gesamtvarianz des Blutdrucks wird durch das lineare Modell
erklart?

Entscheiden Sie mit Hilfe des zugehorigen p-Werts zum Signifikanzniveau o = 0.10,
ob [ signifikant von Null verschieden ist.

Entscheiden Sie mit Hilfe des zugehorigen p-Werts zum Signifikanzniveau o = 0.01,
ob [y signifikant positiv ist.

Welchen Blutdruck prognostiziert das Modell fiir eine weibliche Person mit einem
Verhiltnis zwischen tatsédchlichem Gewicht und Idealgewicht von 1.17

10



Ergebnisse (ohne Begriindung/Rechenweg):

-~

02 = 343.7316

0.1995

)
)
(e) B ist signifikant von Null verschieden.
(f) (s ist signifikant positiv.

)

113.627
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Aufgabe 10 (6 +24 3+ 3+ 5 =19 Punkte)
Zur Schitzung eines einfachen linearen Regressionsmodells

Yi = P14+ By xi +u, mit uiﬁr\%N(O,ﬁ), ied{l,...,n}

aus einer Stichprobe vom Umfang n = 30 wurden bereits die folgenden Zwischenwerte
errechnet:

30 30 30
Sy =119349; > y2=850.131; Yz = 180.079;
=1 =1 =1

30 30
> al =1165.397; > x;-y; = 572.096

i=1 i=1
(a) Schétzen Sie ) und Sy mit Hilfe der Kleinst-Quadrate-Methode.

(b) Geben Sie mit Hilfe der bekannten erwartungstreuen Schitzfunktion fiir o2 den
realisierten Schitzwert fiir o2 an.

(c) Berechnen Sie UAQEI und UAQEQ.
(d) Geben Sie ein symmetrisches Konfidenzintervall zur Vertrauenswahrscheinlichkeit
1 —a=0.95 fiir f5 an.

(e) Geben Sie ein Prognoseintervall zur Vertrauenswahrscheinlichkeit 1 — a = 0.95 fiir
Yo gegeben xg = 4 an.

Ergebnisse (ohne Begriindung/Rechenweg):
(a) By = 14.2337, B, = —1.7085
(b) 52 = 4.5992
(c) 025 = 2.1153, 025, = 0.054453
(d) [~2.186,—1.231]
() [2.833,11.967]
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